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差集偶与最佳二进阵列偶的组合研究方法
许成谦

(燕山大学信息科学与工程学院 ,秦皇岛 066004)

　　摘　要 :　本文提出了一类新的区组设计———差集偶的概念. 研究了差集偶的性质 ,给出了差集偶与最佳二进阵

列偶之间的关系. 为应用差集偶这种区组设计的方法研究最佳二进阵列偶提供了理论依据.
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Abstract :　A new block design(differences set pairs) is defined. The properties of differences set pairs are studied. The rela2
tionship between differences set pairs and perfect binary array pairs is given. Theoretical basis for using differences set pairs to research

perfect binary array pairs is provided.
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1　引言
　　在雷达、声纳、码分多址等系统的信号设计中 ,往往要求

信号具有良好的自相关特性 ,即要求信号序列与自身延迟信

号序列的共轭序列的内积为脉冲函数.这样的信号具有能将

该信号与自身延迟信号区分开来的特性 [1 ,2 ] .在使用这种信

号检测准则的系统中 ,往往要求发送端的信号序列与接收端

中计算自相关函数时所用的本地序列是同一信号序列.文献

[3 ,4 ]提出了一类新的最佳信号———最佳二进阵列偶.应用这

种阵列偶可以使系统的接收端使用与发送端不同的信号进行

相关信号检测 ,即在系统的发送端任选阵列偶中的一个阵列

做为传输信号 ,而用阵列偶中另一个阵列做接收端的本地阵

列 ,通过计算阵列偶的自相关函数 (两个阵列的互相关函数)

来达到提取信息的目的 ,最佳二进阵列偶是比最佳二进阵列

更广的最佳信号.最佳二进阵列偶的提出 ,为工程应用提供了

更广泛的信号选择.基于最佳二进阵列偶的研究背景 ,本文首

先提出了一类新的区组设计2差集偶的概念.研究了差集偶的

性质 ,证明了最佳二进阵列偶与一类特殊的差集偶的等价关

系.为应用差集偶这种新的区组设计方法研究最佳二进阵列

偶提供了理论依据 ,也为最佳二进阵列偶提供了新的研究方

法.

2　差集偶的概念和性质

　　本文采用如下符号 : Zs
k
表示模 sk 剩余类整环 ; Zs

1
×⋯×

Zs
n
表示 Zs

1
, ⋯, Zs

n
的笛卡尔积 ; E = ∏n

t = 1 st .

定义 1　设 U , V是有限群 Zs
1
×⋯×Zs

n
的两个子集 , k ,

k′分别为集合 U , V所含元素的个数 ,即 k = | U| , k′= | V | ,若

对 Zs1
×⋯×Zs

n
中的任意元素 ( g1 , ⋯, gn) ≠(0 , ⋯,0)在差表

{ ( u1 , ⋯, un) - ( v1 , ⋯, vn) | ( u1 , ⋯, un) ∈U , ( v1 , ⋯, vn) ∈V}

中恰好出现λ次 ,则称 ( U , V)为 Zs
1
×⋯×Zs

n
上的 ( E , k , k′,

λ) 2差集偶.

例如 , U = { 3 ,4 ,5 , 6 , 7}和 V = { 1 , 3 , 4 , 6 , 7}是有限群 Z8

的两个子集 ,观察下列差表

1≡4 - 3≡5 - 4≡7 - 6

2≡3 - 1≡5 - 3≡6 - 4

3≡4 - 1≡6 - 3≡7 - 4

4≡5 - 1≡7 - 3≡3 - 7

5≡6 - 1≡3 - 6≡4 - 7

6≡7 - 1≡4 - 6≡5 - 7

7≡3 - 4≡5 - 6≡6 - 7

可知 Z8中每个非零元素在差表中恰好出现 3次.因此 U =

{3 ,4 ,5 ,6 ,7}和 V = { 1 ,3 ,4 ,6 ,7}是 (8 ,5 ,5 ,λ) 2差集偶.

当 U = V时 ,差集偶 ( U , V)退化为通常的差集[5 ] .显然若

U是差集 ,则 ( U , U)是一个差集偶.但是若 ( U , V)是差集偶 ,

U和 V不一定是差集.例如 , U = { (0 ,1) , (0 ,2) , (1 ,0) , (1 ,1) ,

(2 ,0) , ( 2 , 2) , ( 2 , 3) } 和 V = { ( 0 , 0 ) , ( 0 , 1) , ( 1 , 1 ) , ( 1 ,
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2) , (2 ,0) , (2 ,2) , (2 , 3) }是有限群 Z3 ×Z4 的两个子集.列出

差表可以验证 ( U , V)是 (12 ,7 ,7 ,4) 2差集偶.但是 U和 V都不

是差集.因此差集偶是比差集更广的一类区组设计.

为了分析差集偶的性质方便 ,将 n维向量与 n元多项式

作如下对应 :

定义 2　设 U = { ( j ( i)
1 , ⋯, j ( i)

n ) | i = 1 , ⋯, k}是有限群 Zs
1

×⋯×Zs
n
的子集.若

θU ( x1 , ⋯, xn) = ∑
k

i =1

xj
( i)

1
1
⋯xj

( i)

nn

则称多项式θU ( x1 , ⋯, xn)为集合 U的 Hall多项式.

例如设 U = { (0 ,1) , (0 , 2) , (1 , 0) , (1 , 1) , (2 , 0) , (2 , 2) ,

(2 ,3) }是 Z3×Z4的子集 ,则 U的 Hall多项式为θU ( x1 , x2) =

x2 + x2
2 + x1 + x1 x2 + x2

1 + x2
1 x2

2 + x2
1 x3

2 .

差集偶的 Hall多项式具有如下的性质 :

定理 1 　设 U = { ( j
( i)
1 , ⋯, j

( i)
n ) | i = 1 , ⋯, k }和 V =

{ ( l ( i)
1 , ⋯, l ( i)

n ) | i = 1 , ⋯, k′}是有限群 Zs
1
×⋯×Zs

n
的两个子

集.θU ( x1 , ⋯, xn)和θV ( x1 , ⋯, xn)分别是 U和 V 的 Hall多项

式.则 ( U , V)是集合 Zs
1
×⋯×Zs

n
上的 ( E , k , k′,λ) 2差集偶

的充要条件是

　θU ( x1 , ⋯, xn)θV ( x - 1
1 , ⋯, x - 1

n ) = e -λ+λT( x1 , ⋯, xn) .

其中 e = | U∩V| ; T( x1 , ⋯, xn) = ∑
( j1 , ⋯, j

n
) ∈Z

s1
×⋯×Z

s
n

x
j1
1 ⋯xj

nn .

证明　因为

θU ( x1 , ⋯, xn)θV ( x - 1
1 , ⋯, x - 1

n )

= (∑
k

p =1

xj
( p)
11 ⋯xj

( p)
nn ) (∑

k′

q =1

x - l
( q)
11 ⋯x - l

( q)
nn )

= ∑
1 Φ p Φk ,1 Φq Φ k′

( xj
( p)
1

- l
( q)
11 ⋯xj

( p)
n

- l
( q)
nn )

= ∑
g
i
∈Z

s
i

,1 Φ i Φ n

( ∑
g
i

= j
( p)
i

- l
( q)
i

1 Φ i Φ n ,1 Φp Φ k ,1 Φ q Φk′

1) xg
11 ⋯xg

nn

所以θU ( x1 , ⋯, xn)θV ( x - 1
1 , ⋯, x - 1

n ) = e - λ+λT ( x1 , ⋯, xn)

成立的充要条件是

∑
g
i

= j
( p)
i

- l
( q)
i

1 Φ i Φ n ,1 Φ p Φk ,1 Φq Φ k′

1 =
e , ( g1 , ⋯, gn) = (0 , ⋯,0)

λ, ( g1 , ⋯, gn) ≠(0 , ⋯,0)

而上式成立的充要条件是 ( U , V)是 ( E , k , k′,λ) 2差集
偶.证毕.

定理 2 　设 ( U , V)是集合 Zs
1
×⋯×Zs

n
上的 ( E , k , k′,

λ) 2差集偶 , �U = Zs
1
×⋯×Zs

n
- U , �V = Zs

1
×⋯×Zs

n
- V ,则

( �U , �V)是集合 Zs
1
×⋯×Zs

n
上的 ( E , E - k , E - k′, E - k - k′

+λ) 2差集偶.

证明　由关系式

θ�U ( x1 , ⋯, xn) = T( x1 , ⋯, xn) -θU ( x1 , ⋯, xn) ,

θ�V ( x1 , ⋯, xn) = T( x1 , ⋯, xn) -θV ( x1 , ⋯, xn) ,

θU ( x1 , ⋯, xn)θV ( x - 1
1 , ⋯, x - 1

n ) = e -λ+λT( x1 , ⋯, xn) ,

xj
11 ⋯xj

nn T( x1 , ⋯, xn) = T( x1 , ⋯, xn) ,

T( x - 1
1 , ⋯, x - 1

n ) = T( x1 , ⋯, xn) ,

可以算出θ�U ( x1 , ⋯, xn)θ�V ( x - 1
1 , ⋯, x - 1

n ) = E - k - k′+ e -

( E - k - k′+λ) + ( E - k′- k +λ) T ( x1 , ⋯, xn) .因为 E - k

- k′+ e = | �U∩�V | ,所以由定理 1知 ( �U , �V)是 ( E , E - k , E -

k′, E - k - k′+λ) 2差集偶.证毕.

定义 3　定理 2中产生的差集偶 ( �U , �V )称为差集偶 ( U ,

V)的补差集偶.简称 ( U , V)的补.

由定理 2可知 ,如果构造出 k , k′< E/ 2的差集偶 ,那么

即可构造出 k , k′> E/ 2的差集偶 .

定理 3　( E , k , k′,λ) 2差集偶 ( U , V)的各参数之间满足

如下关系式 :

kk′=λ( E - 1) + e (1)

其中 e = | U∩V| .

证明　应用定理 1. 将 ( x1 , ⋯, xn ) = (1 , ⋯, 1)代入θU

( x1 , ⋯, xn)θV ( x - 1
1 , ⋯, x - 1

n ) = e - λ+λT ( x1 , ⋯, xn ) ,即得

kk′=λ( E - 1) + e.证毕.

3　差集偶与最佳二进阵列偶的关系

　　定义 4[ 3 ,4] 　设 A = [ a ( j1 , ⋯, jn) ]和 B = [ b ( j1 , ⋯, jn) ]

是 n维 s1×⋯×sn阶二进阵列 , a ( j1 , ⋯, jn) , b ( j1 , ⋯, jn) =

±1.对任意 ( u1 , ⋯, un) ∈Zs
1
×⋯×Zs

n
,称

R ( A , B) ( u1 , ⋯, un) = ∑
s1 - 1

j0 =0

⋯∑
s
n

- 1

j
n

=0

a ( j1 , ⋯, jn) b ( j1 + u1 , ⋯,

jn + un) ,

为阵列偶 ( A , B)的自相关函数.其中 ji + ui = ( ji + ui) modsi , i

= 1 , ⋯, n.若

R ( A , B) ( u1 , ⋯, un) =
F , ( u1 , ⋯, un) = (0 , ⋯,0)

0 , ( u1 , ⋯, un) ≠(0 , ⋯,0)

则称阵列偶 ( A , B)为 n维 s1×⋯×sn阶最佳二进阵列偶.

定义 5　设 A = [ a ( j1 , ⋯, jn) ]是 n维 s1 ×⋯×sn 阶 (1 ,

- 1)二进阵列. U是有限群 Zs1
×⋯×Zs

n
的子集 ,若 U = { ( j1 ,

⋯, jn) | a ( j1 , ⋯, jn) = - 1} ,则称 U为阵列 A 的等价集 ,称 A

为集合 U的特征阵列.

定理 4　设 A = [ a ( j1 , ⋯, jn) ]和 B = [ b ( j1 , ⋯, jn) ]是 n

维 s1 ×⋯×sn阶二进阵列 , U和 V 分别是 A 和 B 的等价集 , k

= | U| , k′= | V| ,则 ( A , B)为最佳二进阵列偶的充要条件是 :

( U , V)为参数满足条件

E - 2 ( k + k′) + 4λ= 0 (2)

的 ( E , k , k′,λ) 2差集偶.

证明　设 a ( j1 , ⋯, jn) = 1 - 2 p( j1 , ⋯, jn) , b ( j1 , ⋯, jn) =

1 - 2 q( j1 , ⋯, jn) .因为 U和 V 分别是 A 和 B 的等价集.所以

有

p( j1 , ⋯, jn) =
1 , ( j1 , ⋯, jn) ∈U

0 , ( j1 , ⋯, jn) | U

q ( j1 , ⋯, jn) =
1 , ( j1 , ⋯, jn) ∈V

0 , ( j1 , ⋯, jn) | V

又因为

R ( A , B) ( u1 , ⋯, un) = ∑
s1 - 1

j1 =0

⋯∑
s
n

- 1

j
n

=0

a ( j1 , ⋯, jn) b ( j1 + u1 , ⋯,
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jn + un) = ∑
s1 - 1

j1 =0

⋯∑
s
n

- 1

j
n

=0

(1 - 2 p ( j1 , ⋯, jn) - 2 q ( j1

+ u1 , ⋯, jn + un) + 4 p ( j1 , ⋯, jn) q ( j1 + u1 , ⋯, jn + un) )

= E - 2 k - 2 k′+ 4 ∑
( j1 , ⋯, j

n
) ∈U ,

( j
1

+ u
1

, ⋯, j
n

+ u
n

) ∈V

1

所以

R ( A , B) ( u1 , ⋯, un) =

E - 2 ( k + k′) + 4 e ,

0 ,

( u1 , ⋯, un) = (0 , ⋯,0)

( u1 , ⋯, un) ≠(0 , ⋯,0)

的充分必要条件是

∑
( j1 , ⋯, j

n
) ∈U ,

( j
1

+ u
1

, ⋯, j
n

+ u
n

) ∈V

1 =
e ,

λ,

( u1 , ⋯, un) = (0 , ⋯,0)

( u1 , ⋯, un) ≠(0 , ⋯,0)

并且 E - 2 ( k + k′) + 4λ= 0.这等价于 ( U , V)是参数满足条件

E - 2 ( k + k′) + 4λ= 0的 ( E , k , k′,λ) 2差集偶.证毕

由定理 4知 ,最佳二进阵列偶对应着一类差集偶.反之满

足条件 E - 2 ( k + k′) + 4λ= 0的 ( E , k , k′,λ) 2差集偶对应着
最佳二进阵列偶.这说明最佳二进阵列偶与一类差集偶是等

价的.这样可以通过研究差集偶的方法研究最佳二进阵列偶.

进而得到研究最佳二进阵列的新方法.

应用差集偶的性质可以得到最佳二进阵列偶存在的必要

条件 :

定理 5　设 A = [ a ( j1 , ⋯, jn) ]和 B = [ b ( j1 , ⋯, jn) ]是 n

维 s1×⋯×sn阶二进阵列 , A和 B 的重量 (阵列中 - 1元素的

个数)分别为 k、k′, d为 A和 B 的汉明距离 ,则 ( A , B)为最佳

二进阵列偶的必要条件是

E( E - 2 k - 2 k′- 1) + 4 kk′+ 2 d = 0.

证明　应用式 (1)和式 (2)以及关系式 d = k + k′- 2 e ,可

建立如下方程组

kk′=λ( E - 1) + e

E - 2 ( k + k′) + 4λ= 0

d = k + k′- 2 e

解方程组消去变量 e和λ,即得

E( E - 2 k - 2 k′- 1) + 4 kk′+ 2 d = 0　证毕.

定理 5的结果在最佳二进阵列偶的寻找中非常有用 .例

如文献[4 ]给出了应用阶数小的两个最佳二进阵列偶复合成

阶数大的最佳二进阵列偶的方法.但最初所用的最佳二进阵

列偶往往采用计算机搜索的方法得到.采用穷举搜索法 ,计算

量非常大.如果应用本文定理 5给出的必要条件将使搜索范

围大大减小 .进而降低了计算量.
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